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Clasa a IX-a

Solutii si hareme de corectare

Problema 1. Fie O si H centrul cercului circumscris, respectiv ortocentrnl triunghi-
ului ABC. Notdm cu Oy, Oy si O3 centrele cercurilor circumserise triunghiurilor HBC,
HAC, respectiv HAB. . . ,

Ardtati ci pentru orice punct M € OH. vectorul ¥ = MO; + MO, + MOy este

coliniar cu O

Catalin Spiridon, Craiova { Gazeta Matematiea)

Solutie. Observam ca A, B si (' sunt ortocentrele trivughiurilor BHC, AHC', respectiv
AHB. 1p

OA 00, = 0? 00 + @ ~00)) + (_c‘ 00,).
Rezulta ¢d 200 _OB + C? + C_)ﬁ Oﬁ e (_§ + Cﬁ + ((‘)?1 + O? + (?’ Oj. deci

CTOT O§ + OC. Analog deducem c3 OOa O? + Oji si 003 5)_21 -+ (‘)ﬁ ..... 4p
Deoarece M € OH, exista a € R, astfe] incat OI’L[ = a()?[ Deducem ca:

@ =00, + 00 + 00, ~ 308 = 204 + OB + 06 300F — (2 — 30)OH.
asadar T si 07} sunt colindari. ... 2p
Problema 2. Aratati ci pentru orice ¢.b. ¢ > 0 are loc inegalitatea:

af Bt et a+b+e
S — . > .
Bleta)  {ath) T a(bro 5

Marius Perianu
Solutie. Aplicand inegalitatea mediilor obtinem:

[ 6 3
a c+a a C+a e}
=2 . = — L) gmg-ee 0uB8- m s 3
e 4+ a) + . = \/bi((‘—i—a) 4 b2’ (1) &
= a* j a® A a ) .
Pe de alti parte, 7 +b+b>=3 =h b-b=3a, deci o Z3a—2b(2) ......... 2p
a® c+a a® 1la — 8h — ¢
Din (1) si {(2) rezults ca + = = 3a — 2b, adica p .
(1) () bi(c+a) 4 We+a) ™ 4
Adunind cu inegalitatile analoage. obtinute prin permutdri circulare, obtinem

6 110-8b~(’+llb—8(‘~(1 11e - S(I—b__a+b—|—( 2p

Zbimua 2 i 1 + 1 - 2




Notd. Inegalitatea (2) se poate demonstra si fara a aplica inegalitatea mediilor, aratand
cii ea este echivalentd cu (@ — b)*(a + 2b) = 0.

Solutie alternativd. Aplicand inegalitatea Bergstrom, obtinem

o\ 2 AN g s a\Z
(#) (F+E+3) (5 +5+3)
2 = . (3)

Z B = Z = — =0 (3) ..... 3p
hi(c + a) c+a  (c+a)+(a+b+(b+0) 20a+b+c)

3
a

La fel ca In prima solutie, se arata ca 5 230 —2b 2p

PR L ) . .
Ca urmare, 7 + 3 + e > (3a —2b) + (3b— 2¢) + (3¢ — 2a) = a+ b + ¢, iar din
6 A2 :
inegalitatea (3) rezulta ca Z bj(i—i—_ ) = éc(l ++bb+_|_()) _ +§ i ST 2p
c+a a ¢

Problema 3. Determinati numerele reale a cu proprietatea ca
[x] + [z + a] + [x + 2a] + [ + 3a] = [4z], pentru orice x € R,
unde notatia [ -] reprezinta partea intreaga.
Marius Perianu

Solutie. Pentru x = 0 se obtine [a] + [2a] + 3a] =0, (x) ... 1p

Presupunand a < 0, atunci 2a < 0 si 3a < 0, deci [Fa] < —1, pentru orice & € {1.2,3}.
Ca urmare [a] + [2a] + [3a] < =3 < 0, contradictie cu relatia {*).
Asadar @ > 0. In acest caz, pentru & € {1,2,3} avem ka > 0 = [ka] > 0.

1
Din (%) rezulta [ka] = 0 = ka € [0.1) = a € [O, I) pentru orice k € {1.2.3} si

. . . 1
intersectand intervalele. obtinem a € [O. T;) R S T 1p
Evident, identitatea din enunt are loc pentru a = 1 (cand se obtine identitatea lui

|5 1531 11 7= PR R R 1p
Vo arata ca accasta cste singura solutie a problemel,

% . 1 1 .
Intr-adevir, presupunind a € [( ). 1) , pentru x = 1 obtinem

1 1 1 1 1 -
[ﬂ i L—l + a] + L + Qa} + [1 + Sa} =0#1= [4- 1] . contradictie,
1 1 13 1
deoarece pentru k € {1,2,3} avem 0 < i + ka < 1 +3a < 1 + 1= 1, deci 1 + ka €
1
(0,1) = [— + ka} PP 2p
4
11
Acum, presupunand a € (1, 5) ,fie r = 1 — 3a. Pentru &k € {0,1,2} avem:

O<r+hka<r+2a=1-3a+2a=1—-a<l,

2




adica r + ka € (0,1), deci [x] = [z + a] = [z + 2a] = 0.
Cum x + 3a = 1, rezultd [x] + [z + a] + [r + 2a] + [x +3a] = L, (1)
De asemenea, avem:

1 1 1 .

ae€ (4%) = 3a € (%1) =r=1-3a¢€ (01) =drc (0,1)= 4] =0. (2)

Din (1) si (2) se obtine [7]+ [z + a]+ [+ + 2a]+ [z + 3a] # [dx], contradictie cu enuntul.
1

T comeluzie, @ = — i 2p

1
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Clasa a X-a

Solutii si bareme de corectare

Problema 1. I'iene N, n = 2.
a) Aratati ci pentru orice numere reale d > ¢ 2 b >a > 0 astfel incit a +d = b+ ¢

are loc inegalitatea:
Ya+Vd< Vb+ e

b) Fie numerele reale pozitive x; < xz < ... < Zjp in progresie aritmetica. Aflati cel
mai mare element al multimii:

S = { o+ /ey + Yrr | L gk € {12, 10} i+ j+k =12},
Marius Perianu
Solutie. a) Cum e+ d = b+ ¢, rezulti ca b —a = d — ¢. Observam cd:

b—a
\”/B - Ma = 2
Va YT+ Vb 2+ .+ Vbar V! -
d—rc
YT VAo + L Ve + e

In relatiile (2) si (3) fractiile din membrul drept au acelasi numarator, iar numitorul
fractiei din relatia (2) este mai mic decat cel al fractiei din relatia (3). Ca urmare, obtinem

Vd — e = (3)

Vb — o> ¥/d— /e, de unde rezulta enuntul oo 2p
b) Deoarece xy,Ta,...,T1p sunt in progresie aritmetica, rezulti ca, daca 1 €i < j £
E< <10 astlel ncat i+ £ =j +k atunci o + e =05+ 2, (B oo 1p
Notam S(i, j, k) = /T, + 3/T; + {/Te, unde i, j k€ {1.2,..., 10}
Din a) st din relatia (4) rezulta ca, daca 1 € 1 < j € b < £ < 10 astfe] incat
i+ ¢ =74k, atunci S(n,i,£) < S(n. j, k). pentru orice n € T,10,(5) «oovrvvnian . 1p

Date fiind i.j,k € {1,2,....10} astfel incat i + j + & = 12, cel putin unul dintre
numerele 7, j, k cste mai mic sau egal cu 4. Folosind relatia (5) obtinem implicatiile:
ei+j=11= S(1,i5) < S(1.5,6). o i+ =10= 5(2.ij) < 5(2,5,5)
eidj= 9=5(3,ij)<53,4,5) o i+ j=8= S(4,i,7) <S4 4.4).




Dar, conform (5), avem S(1,5,6) < $(2.5.5) < §(3,4,5) < S{4. 4, 4), deci maximmul
cautat este S(4, L d) = 3 UTg oot 3p

Problema 2. Numerele complexe 21, 22, 23, 24 au proprietatea cd |z, — 2| < 1. pentru
orice k € {1,2,3.4}. Aratati cd
1 1 1 1
el
oW 4

|21 + 22 + 23+ 24 - > 12.

Cristian Moanta si Lucian Tutescu, Craiova { Gazeta Matematica)

Solutie. Notam cu E membrul stang al inegalitatii. Pentru & € {1.2. 3 4}, notam
o= ap+i-bysir = |% = al +0 Cum |z — 2| < 1, avem (ay #‘)) + 0 < 1.
Agadar

dag > a® + 82 +3 > 24/3(a2 +b}) =2V3 -1,

. .. a 3 :
de unde rezulta 4a? > 3r?, adica —k > — pentry orice 1 < k < 4, (1)
Tl ag

Obtinem FE = F .G, unde I = (a1+ag+a3+a4) —E—(b1+bg+b3+b4)
2 2
a o a b by b b
G—\/(—i+9§—+—f+a—f) +(—.’,+—i+ 2 i)
ry ry Ty Ty ryoory Ty Ty

i T ry Ty

. o a
reiese ca £ 2 (ay + a2 + a3 + ayn) (51_1) e gng f) ............................ 2p
I« R - S 1
a; a: 3(1 1 1 1 ,
Folosind (1), obtinem — -+ ; + —g + % > - (— 4+ —+ -+ ——) , §i deoarece
r rs r3 Ty 4 \a; a2 a3 Q4
1 1 1 1 .. 3
(a1 + ao + az -+ as) -|—W+ —+ — )} =16 rezultaca E>--16=12 ......... 2p
as az a4 4

Problema 3. Determinati functiile f : R — R care satistac relatia
max (f(z), f(y)) +min(z,y) = min (f(x), () + max(z,y),

pentru orice r,y € R.
Mihai Piticari, Campulung Moldovenesc si Dan Popescu, Suceava

b b b —b
Solutie.  Deoarece max{a,b) = i+‘)_|‘f¢__1 si min(a,b) = et 0|f1 | din
egalitatea din ipoteza deducem ca |f(r) — Fl)i=|r—yl. VryeR, (1) . 2p




Facand y = 0 in (1), obtinem |f(xr) — f(0)| = ||, pentru orice x € K, iar de aici

rezultd f(r) — f{0) = +lr|, pentruorice r € R. ..o 1p
Daca notam f(0) = a, deducem cii pentrn orice numér real x avem f(z) = r + a sau
JUT) = 0 @ 1p
Daci existd oy, 22 € B* astfel incat f(ry) = x1 +a st f{ry) = —r2+ a. atunci din (1)
obtinem |ry — xo| = [f(x)) — fas)| = |11+ ra|. Rezulta ca ry — xp = £(11 + Ia).
Daca o1 — 1y = +(r1+x2), obtinem —xp = rq, adica r2 = 0, ahsurd, lar dacd oy —uaq =
~(x1 + 72}, obtinem z; = —ay, adica r; = 0, absurd. Rezulta f(r) =1z +aVr € R sau
Flr) = =2+ a, Ve € R oo 2p

Prin calcul direct se verifica faptul ca functiile de forma
fi: R SR filz)=r+a st foirR—=R, fiir)=—1r+a

unde a € R, satisfac egalitatea din enunt. ........ ... i ip
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Clasa a XI-a

Solutii si bareme de corectare

Problema 1. Fie n > 2 un numar natural si permutdrile o, 7 € Sy, astfel Incat

a(l) 7(2) o(n)

ner(n) n l+rn—1) 7 1+7(1)

Aratati cd 0% = 7.
Marius Perianu (Gazeta Matematicd)

Solutie. Folosind proprietatile sirului de rapoarte egale, toate rapoartele din relatia

o{1)+0(2) +...+a(n) 1 9

142+ +ntr(D+7D)+.. +rm) 2 7 P
Ca urmare, 20(n — k + 1) = k + 7(k), pentru orice 1 < k < n, (1).

Fie ¢; € {1,2,...,n} astfel incdt o(iy) = n. Pentru &y 2% 5+ 1 —#y. din (1) obtinem

Foy +7(k1) = 2n, deci ky = 7(k1) = n. Releseca7(n) =n, iy =1sio(l)=n........ 1p

Fie acum is € {2,3,....n} astfel incat o(is) = n — 1 (evident, iy # i1). Pentru

Ey 22 5+ 1 — iy, din (1) obtinem ko + 7(kg) = 2(n — 1). Cum ks # k1 = n, rezulta

ko < m—1si7(ky) # 7(ky) = n, deci 7(k2) < n — 1. Din by +7(k2) = 2(n — 1) rezulta

ky=n—1si7(ks)=n—1 RelesecarT(n—1)=n—1, ii=2si0(2)=n—-1..... 2p

Un rationament inductiv conduce la o(k) = n — &k + 1, pentru orice k € {1,2,... ,nk,

respectiv 7 = e. pentru care se verifica imediat ca T 2p

din ipoteza sunt egale cu

Problema 2. Sc considera matricele A, B € M3(R) astfel incat AB — BA = A.

Aratati ca A% = O,.
Radu Gologan

Solutie. Se stie ca Tr(XY — Y X) = 0, peutru orice X, Y € M;(R}.

Din ipoteza deducem ca Tr{A) = TH{AB — BA} =0, (1) .......oooiiiiiiiiinins 1p

Inmultim relatia AB — BA = A la stanga si la dreapta cu A si adunam egalitdfile
obtinute. Reiese ci A2B — BA? = 242, deci 2Tr(A?) = Tr(A’B — BA?) = 0, de unde
Tr(A2) = 0, (2). Analog obtinem A3B — BA® =343 si Tr(A%) =0.(3) ............. 2p



Ecuatia caracteristica a matricei A este A% — Tr(A) - A2+ mA —det(A)- I3 = Oz, unde
1 i .
m=g ((TrA)? — Tr(A2)). oo 2p
Din (1) si (2) obtinem m = 0, deci A3 = det{A) - I3, (2).
Trecand la urmé in ambii membri. rezulta ca Tr(A%) = 3det{A). Dar Tr(A®%) = 0, deci
det(A) = 0, iar din relatia (2) obtinem A* =0z ... 2p

1 1 1 .
Problema 3. Pentru fiecarc n ¢ N* se considera ¢, = 1+ 5 +=+...+——Ilnns
n

b_n+n—1+n—2+ n 2 +1
" 2 3 i n—1 n

a) Demonstrati ca sirul (aﬂ)n\=1 este marginit.

1
b) Aratati ca lim (n!)™ = e
n—roC

Consideram cunoscuta dubla inegalitate:

1 m 1 m+1i
(l-l-—) <e<(1+—w> Vm e N*. (*)
m m

Mihoi Piticari, Campulung Moldovenesc

1
Solutie. a) Deoarece @41 — ap = i In(n + 1) + lnn. deducem ca
n

1 n+1
an+1—an<0¢>(1+f) > e,
n

adevaratd Vn € N* conform (*), prin urmare ((Jtn)w1 este strict descrescator.

1 e
Prin logaritmare, din (%) obtinem In(m + 1) —Inm < -—. Sumand aceste inegalitati
m

R . 1
pentru m = I,n — 1, obtinem a,, > —.Vn = 2.
n

Cum a; = 1, rezultd ¢d 0 < a, < 1,¥n € N*, adica sirul (an)”>1 este méirginit ... 2p
s _ In{n! ’
b} Notam x, = (n.!) o | prin urmare avem Inux, = é ).
Tt

1 1 1
Avem b,y — b, =14+ -+ -+...+—+ > 0,¥n € N* deci sirul (bn)M1 este

2 3 n n+1
strict crescator. Pe de altd parte avem b, > n,Vn € N*, iar de aici obtinem lim b, = o0,
-0
prin urmare sirul (bn)” , oste NOTNAIFIIL - 1p
Folosind teorema Cesaro-Stolz obtinem
. In(n! . In(n+ 1)1 —Inn! , In(n+1
lim (n!) = lim ( ) = lim (
n—oo Dy n—oo bpi1 — bn n— Ll i 1
2 77 n+1
1 1 1
_ fim —mt i (1),

e 1 .
n>\.an+1+1l'l(n+1) n}man+1'mﬁl+—]7+1




: 1 : : . :
Deoarece lim ———— = 0, iar (an) ., este sir marginit, deducem ca lim a,4q -
n—4o0

n—oc In(n + 1) n3
1
n(n 1) = 0. Din relatia (1) obtinem T}:{}lo Iny, = 1, deci 7211_1& Un = € oo 4p
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Clasa a XII-a

Solutii si bareme de corectare

a b ¢
Problema 1. Se considera multimea Af = c a b abceZ
b ¢ a
a) Aritati cd multimea Al este parte stabila a multinil M;3(R) in raport cu operatia
de Inmultire a matricelor.
b) Demonstrati cii multimea S = {a® + b* 4 ¢* — 3abe | a.b, ¢ € Z} impreuna cu operatia
de inmultire a numerelor intregi formeaza o structura de monoid.
folclor matematic

a b c
Solutie. a)} Notam A(a,b,¢)=| ¢ a b |, pentrn orice a,b,c € Z.
b ¢ a
az by 3
Prin calcul direct obtinem A(ay, by, 1) Alas. ba, e} = { ¢z a3 by = Alas, b3.c3).
bg C3 a3z

iz — 1Qa + blC'g +(‘152 € Z

unde ¢ bz = ayby + bias + c1ez € Z, deci M este parte stabild a lui (M3(R}.-) .... 2p
C3 = 1109 + blbg + ciay & Z

se obtine A{a,b,c) = a® +b* +

b
b) Caleuldnd determinantul A (a,b, c) = a
¢

oy ow
Qo o N

A — 3abe. Caurmare, S = {A(a,b,¢) |a,bic €L}, i 2p
Fie u, = aj + b}’; + . —Baphpc, € Sk € {1,2}.
Intrucat u; = A(ay, by, 1) = det Alar,by.ei) si w2 = A (ay. by, c3) = det Alag, ba. c2).
folosind faptul ca det(XY) = det(X) - det(}"), pentru orice matrice X,V € M3(R), cu
notatiile de la punctul a) obtinem wjuy = A (a3, by, c3), deci S este parte stahila a lui Z

in raport cu inmultirea numerelor intregi .......... .o 2p
Cum operatia de inmultire este asociativa pe Z si implicit pe S ¢ Z.iar 1 € S deoarece
1 = A(1,0,0). deducem ¢ (S, -) este monoid .........oooiiiiii 1p

10




Problema 2. Pe multimea A/ = (0,0c) se da legea de compozitie asociativa .+~ cu
proprietatea ca
Tyz .
r*y%z=———— pentruorice r.y, 2 € M.
Yy +yz + I
a} Ardtati ca legea ,,*” este comutativa.
5 € .
b) Demonstrati ca x =y = —f— pentru orice xr,y € Al
rTy

Romanta Ghita si Toan Ghita. Blaj (Gazcta Matcmatica)

, 1 1 1\t
Solutie. Observam ca xr*y* 2 = (f + =+ —) , pentru orice r.y,z € M, (1).
xr oy =
Fie r.y € M, alese arbitrar. _
. . RS R A LA B BN &
Din {1) deducem ca r*y*1= [ — + — + = ={-+—-+- =yxrx1,(2) 1p
r y 1 y x 1

Compunand la dreapta cu 1, din relatia (2) obtinem (z *yx1)* 1= (y*z * 1} *1. de
unde rezulti ca (z*y)* 11 = (y*ur)*1*1
1

11 ! 11, 1\
Folosind din nou relatia (1}. obtinem | —— + - + = = ( +-4+ -] .de
‘ zxy 1 1 yxxr 1 1

unde rejese ca x ¥y = Y * I.
Cum x,y € M au fost alese arbitrar, rezulta ca legea %" este comutativa ....... 1p

b} Din (1) obtinem 3#3%3 = 1, de unde rezulta ca (3% 3 3) * (rxy) = lxrxy, adica

1 1 1 1 1

—1
(3*3)*3*(;1:*;;)41*1“*3;@(3—*§+§+I—*j) :(1+;+y) (3) ... 2p

Din (3), pentru x = y = 3 obtin 1 + L + ! 1 = {1+ ! + 1 de
ntr e - ST B
, pentru y obtinem | o= + 2+ 573 \

3
unde rezultd 3 * 3 = G e 2p

Revenind in (3) obtinem r * y = e eueee TR B e B 1p

Problema 3. Fie functia f : R - R, f{x) =
etatea ca F'(0) = 0.

a) Ardtati ca F{(-1)+ F (1} = %

b) Se consideri sirul (a,), -, definit prin ¢ > 0 8i anp = F (an), n > 0.

1 w— a
Calculati lim — E k.
n—roc Tl =1 k41

I
si F primitiva lul f cu propri-
R f cu prop

Florian Dumitrel
Solutic. a) Functia G : R — R, G(z) = F(x) + F(—x) este derivabild pe R si

G’(;]‘;):f(;l‘)—f(—g'):Pr{_{_l_'_efil:;It ..................................... ]_p

11




2 1
Deducem ca G () = % pentru orice r € R, deci F(~1)+ F(1) =G (1) =5 ... 1p
Solutie alternalivd. Avem I (~ / fr dI—]—/ flr)dr = / xydr—

f FUEVAT <o e e et e 1p

Cu schimbarea de variabild ¢ : [0,1] = [0,1], = = »(t) = —t, obtinem /

/f t)dt, deci F{—1)+ F (1) = /Dl(f(.r}f( I))drzﬁxdr=

b} Deoarece F' (z) > 0 pentru orice x > 0 si F'(0) = 0, rezulta ca ¥
orice r > 0 si, In consecintd, a, > 0 pentru orice n > 0. La fel. din

el
ot
i)

—

x) > 0 pentru

et —r+1 2

> — >0
1+er — 1467

(x = F () =

rezalta ca F (r) < x pentru orice z > 0, deci ani1 = F'(as) < a, pentru orice n > 0.
Asadar, sirul (a,),-, este convergent. Fie a = lim a, {a > 0). Daca am avea a > (.
n—roo

atunci, prin trecere la limiti in relatia de recurenta, am obtine F'(a) = a, In contradictie
cu Fla) <a Deci @ =0 ..o oo 3p
Pentru calculul limitei vom folosi lema Stolz-Cesaro:

1<~ a 1< as az
. i . 2 ) 1
lim — E - = lim — E -FT(k— = lim F—@_) - 21
n—soo 71 : o T e a,
naT{ Vs o — ag) - (@n+1

mtrucat lnn = lim = linr

PR T () 2B F(x) 400 f (x)



